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Nous e tudions une famille d’espaces de Bergman ponde re s H2:(Dp, q
t
) (: # R) sur
un reve^tement d’ordre infini d’un domaine Dp, q de l’espace des matrices carre es
complexes M(n, C) et leur de composition sous l’action du groupe U( p, q)
t
. Celle-ci
conduit a de nouveaux de veloppements en se ries de leurs noyaux reproduisants.
 2000 Academic Press
1. INTRODUCTION
En 1977 Gelfand et Gindikin ont propose une nouvelle approche pour
e tudier la formule de Plancherel d’un groupe de Lie G. L’espace de Hardy,
introduit par G. Olshanski en 1982 lorsque G est un groupe de Lie simple
hermitien, constitue une premie re e tape de ce programme, suivie par l’e tude
des espaces de Bergman classiques et ponde re s (cf. [13, 5, 6, 8, 9, 1113,
1719]). Dans un travail en pre paration nous poursuivons l’e tude des
espaces de Bergman ponde re s associe s a des espaces syme triques. Rappe-
lons d’abord quelques re sultats obtenus pour les espaces de Bergman pon-
de re s avant de pre senter les objectifs de ce travail.
On conside re l’espace V=Herm(n, C) des matrices hermitiennes n_n,
0/V le co^ne des matrices hermitiennes de finies positives et T0=V+
i0/VC=M(n, C) le tube constitue des matrices de partie imaginaire de finie
positive.
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Soit G le groupe de fini par
G={ g=_ac
b
d & # GL(2n, C) | g*Jg=J, det(g)=1= ,
ou g*= g t et J=[ 0&iIn
iIn
0
]. Le groupe G est isomorphe a SU(n, n).
A tout e le ment g # G, on associe l’automorphisme holomorphe de T0
de fini par
g } z=(az+b)(cz+d )&1, g=_ac
b
d & .
On obtient de cette fac on les automorphismes holomorphes de la compo-
sante connexe de l’identite du groupe des automorphismes holomorphes T0 .
Pour :>2n&1, on de finit l’espace de Bergman ponde re H2:(T0) des
fonctions holomorphes f sur T0 telles que
& f &2:=|
T0
| f (z)|2 det( y):&2n d*(z)<
ou z=x+iy et ou * de signe la mesure de Lebesgue.
Si : est un entier, le groupe G ope re dans H2:(T0) par
(U: (g) f )(z)=det(cz+d )&: f (g&1 } z), g&1=_ac
b
d & .
Pour : re el, on conside re l’action du reve^tement universel G de G qui
peut e^tre de crit de la fac on suivante: un e le ment g~ de G est un couple
(g, .) ou g # G et ou . est une fonction holomorphe sur T0 telle que
e.(z)=det(cz+d ), g=_ac
b
d & .
La repre sentation de G dans H2:(T0) est de finie par
(U: (g~ ) f )(z)=e&:.(z) f (g } z)
ou g~ &1=(g, .). La repre sentation U: est une repre sentation unitaire
irre ductible.
Dans cet article nous e tudions la de composition de la restriction de la
repre sentation U: au sous-groupe H :=p&1 (H) de G ou
H=[g # G | g } (iIp, q)=iIp, q ] ( p+q=n)
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avec Ip, q=[ Ip0
0
&Iq
] et ou p est l’application de finie par
p: G  G
(g, .) [ g.
Le sous-groupe H est isomorphe a S(U( p, q)_U( p, q)) et est constitue
des matrices
_
u+v
2
&Ip, q
u&v
2i
u&v
2i
Ip, q
Ip, q
u+v
2
Ip, q&
avec u, v # U( p, q) et det(u) det(v)=1.
Dans la section 2, on introduit le domaine borne Dp, q de M(n, C)
( p+q=n) et on donne une description ge ome trique de son reve^tement
d’ordre infini Dp, q
t
. Dans la section 3, on e tudie l’espace de Bergman
H2:(Dp, q
t
) (: # R) associe au domaine Dp, q
t
, ainsi que son noyau reprodui-
sant. Afin de de crire explicitement le spectre de H2:(Dp, q
t
) et d’exprimer son
noyau reproduisant comme somme d’une se rie, nous e tudions dans les sec-
tions 4 et 6 la se rie discre te holomorphe de U( p, q)
t
et nous calculons dans
la section 5 la norme L2 du coefficient matriciel associe au vecteur de plus
haut poids. Dans le cas ou q=0, la de composition de U: a e te de termine e
par B. O3 rsted [14], aussi par J. Faraut et A. Kora nyi [5, 6].
2. RE ALISATION GE OME TRIQUE DES DOMAINES Dp, q
t
Pour e tudier la restriction de la repre sentation U: au sous-groupe H
nous introduisons le domaine Dp, q de fini par
Dp, q=[w # M(n, C) | Ip, q&w*Ip, q w>>0],
qui est aussi e gal a
[w # M(n, C) | \! # Cn"[0], ;(w!, w!)<;(!, !)],
ou ; est la forme hermitienne de finie sur Cn par
;(!, ’)= :
p
k=1
!k’ k& :
n
k= p+1
!k’ k .
Lemme 2.1. (In \w) est inversible pour tout w de Dp, q .
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De monstration. Supposons qu’il existe un e le ment w0 # Dp, q tel que
det(In&w0)=0. L’e le ment w0 posse de alors la valeur propre 1, c’est-a -dire
qu’il existe un vecteur !{0 tel que w0!=!, donc
;(w0!, w0 !)=;(!, !),
ce qui est absurde puisque ;(w!, w!)<;(!, !). Le me^me raisonnement
s’applique a (In+w). Ainsi det(In \w){0 pour tout w de Dp, q . K
Pour tout w de Dp, q , on pose
C (w)=(In&w)&1 (In+w)(iIp, q).
(Cette transformation de Cayley ge ne ralise e a e te introduite par K. Koufany
et B. O3 rsted dans le cas p=q=1, [11, p. 694].)
Proposition 2.2. La transformation C est une bijection holomorphe de
Dp, q sur T0"7p, q ou
7p, q=[z # T0 | det(z+iIp, q)=0],
et la transformation inverse est donne e par
C&1 (z)=(z&iIp, q)(z+iIp, q)&1.
De monstration. Fixons un e le ment w de Dp, q et posons
z=C (w)=(In&w)&1 (In+w)(iIp, q),
alors z+iIp, q=2(In&w)&1 (iIp, q), donc det(z+iIp, q){0. De plus si z=
x+iy alors
y=\
z+iIp, q
2i +
*
(Ip, q&w*Ip, qw) \
z+iIp, q
2i + ,
donc y>>0. On a ainsi de montre que z # T0"7p, q . De la me^me fac on on
de montre que, si z # T0"7p, q , alors
w=(z&iIp, q)(z+iIp, q) # Dp, q ,
et que z=C (w). K
L’ouvert Dp, q est connexe puisqu’il est home omorphe a T0 "7p, q , que T0
est connexe et que codim R (7p, q)=2.
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Pour p=n (q=0), 7n, 0 & T0=<. Ainsi Dn, 0=D est home omorphe a
T0 et est simplement connexe. Ce n’est plus le cas si p<n (q1). Posons
Dp, q
t
:=[(w, ‘) # Dp, q_C | e‘=det(Ip, q&Ip, qw)].
The ore me 2.1. Si p<n, Dp, q
t
est un reve^tement connexe de Dp, q d’ordre
infini.
De monstration. (a) Soit p l’application de finie par
p: Dp, q
t
 Dp, q
(1)
(w, ‘) [ w,
alors p est surjective. En effet, d’apre s le lemme 2.1, pour tout w # Dp, q il
existe ‘ # C tel que e‘=det(Ip, q&Ip, qw), donc p est surjective. Soit
w0 # Dp, q . On peut trouver un voisinage ouvert U de w0 tel que p&1 (U )
soit home omorphe a U_Z. En effet, si w0 # Dp, q , il existe (w0 , ‘0) # Dp, q
t
tel
que p(w0 , ‘0)=w0 . En conside rant une de termination de log(det(Ip, q&Ip, qw))
dans un voisinage U de w0 on de finit un home omorphisme de U_Z sur
p&1 (U) comme suit
(w, n) [ (w, log(det(Ip, q&Ip, qw))+2?in).
Ainsi Dp, q
t
est un reve^tement d’ordre infini de Dp, q .
(b) Soit
w(t)=diag(1, ..., 1, e2?it) # Dp, q
et
w0=diag(w1 , ..., wn&1 , wn) # Dp, q ,
alors la courbe .(t) :=w(t) w0 est situe e dans Dp, q et ve rifie .(0)=
.(1)=w0 . Soit .~ le rele vement de la courbe . dans Dp, q
t
,
.~ : [0, 1]  Dp, q
t
t [ (.(t), ‘(t)).
Il verifie
e‘(t)=det(Ip, q&Ip, q .(t))
=C(w1 , ..., wn&1)(1&wn e2?it)
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ou C(w1 , ..., wn&1) est une constante qui de pend de w1 , ..., wn&1 . Comme
p<n, alors |wn|>1 et la courbe
t [ (1&wn e2?it)
fait un tour autour de l’origine, donc .~ (0)=(w0 , ‘0) et .~ (1)=(w0 ,
‘0+2?i ). On peut donc en conclure que si w0 est un e le ment diagonal de
Dp, q , et si (w0 , ‘10) et (w0 , ‘
2
0) sont deux points de Dp, q
t
, alors il existe une
courbe .~ telle que .~ (0)=(w0 , ‘10) et .~ (1)=(w0 , ‘
2
0). Soient (w1 , ‘1) et
(w2 , ‘2) deux points de Dp, q
t
. Puisque Dp, q est connexe, il existe une courbe
c1 (resp. c2) telle que
c1 (0)=w0 , c1 (1)=w1 (resp. c2 (0)=w0 , c2 (1)=w2).
Soit c~ 1 (resp. c~ 2) un rele vement de c1 (resp. c2) dans Dp, q
t
, tel que
c~ 1 (0)=(w0 , ‘10), c~ 1 (1)=(w1 , ‘1)
c~ 2 (0)=(w0 , ‘20), c~ 2 (1)=(w2 , ‘2).
En utilisant le fait que w0 est e le ment diagonal de Dp, q , on en de duit que
Dp, q
t
est connexe. K
Si p<n et si : n’est pas un entier, il n’est pas possible de de finir
det(Ip, q&Ip, qw)&: sur Dp, q , mais il est possible de le de finir sur le reve^te-
ment Dp, q . Si w~ =(w, ‘) # Dp, q
t
on posera par de finition
det(Ip, q&Ip, qw~ )&:=e&:‘. (2)
Nous allons introduire un semi-groupe d’Olshanski contenu dans GL(n, C)
qui s’identifie au domaine Dp, q modulo un sous ensemble analytique.
Pour w # M(n, C), notons w> l’adjoint de w relativement a la forme
hermitienne ;,
;(w!, ’)=;(!, w>’).
Le groupe G=U( p, q) ou pq et n= p+q peut e^tre de fini comme
G=[g # GL(n, C) | g>= g&1],
et son alge bre de Lie g=u( p, q) comme
g=[X # M(n, C) | X >=&X ].
Soit E un espace vectoriel re el de dimension finie. Un co^ne convexe
ferme C est dit pointu si C & (&C)=[0] et ge ne rateur si C&C=E. Un
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co^ne convexe ferme pointu et ge ne rateur est dit re gulier. Il est d’inte rieur
C0 non vide si et seulement s’il est ge ne rateur.
Soit C le co^ne re gulier dans ig de fini par
C=[X # ig | \! # Cn, ;(X!, !)0].
Le co^ne C est invariant par la repre sentation adjointe.
Posons 1(C ) :=G exp(C )/GL(n, C), c’est un semi-groupe qui peut e^tre
de crit comme
1(C )=[# # GL(n, C) | \! # Cn, ;(#!, #!);(!, !)],
et son inte rieur comme
1(C0)=[# # GL(n, C) | Ip, q&#*Ip, q#>>0].
Notons que
1(C0)=[w # Dp, q | det(w){0].
On conside re le reve^tement 1 (C 0) de 1(C 0) de fini par
1 (C 0)
t
=[(#, ‘) # 1(C0)_C | e‘=det(Ip, q&Ip, q#)].
The ore me 2.2. Si p<n, 1 (C 0)
t
est un reve^tement connexe de 1(C 0)
d’ordre infini.
De monstration. En utilisant le fait que 1(C0) est connexe, le the ore me
se de montre de la me^me fac on que le the ore me 2.1. K
Le groupe fondamental de 1(C0) est isomorphe a Z_Z. En effet 1(C 0)
est home omorphe a U( p, q)_C0, donc ?1(1(C0))&?1(U( p, q)). Or
U( p)_U(q) est un sous-groupe compact maximal de U( p, q), donc
?1(U( p, q))&?1(U( p)_U(q))&?1(U( p))_?1(U(q))&Z_Z.
Il est engendre par les classes d’homotopie des lacets #1 et #2 de finis comme
suit:
#1(t)=#0 diag(e2?it, 1, ..., 1), t # [0, 1]
ou #0 est un e le ment diagonal de 1(C0), et #2 est de fini par
#2(t)=#0 diag(1, ..., 1, e2?it ), t # [0, 1].
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Soit p l’application de finie par
p: 1 (C 0)
t
 1(C0)
(#, !) [ #.
L’application p est surjective. En effet, il suffit d’utiliser le fait que pour tout
e le ment # du semi-groupe 1(C 0), det(Ip, q&Ip, q#) est non nul. Ainsi il
existe ‘0 # C tel que p(#0 , ‘0)=#0 . Le groupe
?(1 (C 0)
t
)=[(#0 , ‘) | #0 # 1(C0), ‘=‘0+2?in, n # Z]
qui s’identifie au groupe fondamental ?1(1(C0)), est home omorphe a Z.
3. ESPACE DE BERGMAN ET NOYAU REPRODUISANT
Pour : re el, on de finit l’espace O:(Dp, q
t
) des fonctions holomorphes F
sur Dp, q
t
, telles que
F(w, ‘+2?i )=e&2?i:F(w, ‘).
Notons que la fonction det(Ip, q&Ip, qw~ )&: :=e&:‘ appartient a O:(Dp, q
t
).
Pour :>2n&1, on note H2:(Dp, q
t
) l’espace des fonctions F de O:(Dp, q
t
)
telles que
&F&2: :=|
Dp, q
|F(w~ )|2 p:(w) d*(w)<
ou p:(w)=det(Ip, q&w*Ip, q w):&2n.
The ore me 3.1. Si f # H2:(T0) alors la fonction F de finie par
F(w~ )=det(Ip, q&Ip, qw~ )&: f ((In&w)&1 (In+w)(iIp, q)), (w~ #Dp, q
t
)
appartient a l’espace H2:(Dp, q
t
). De plus l’application C: : f [ F de finie par
C:( f )(w~ )=det(Ip, q&Ip, qw~ )&: f ((In&w)&1 (In+w)(iIp, q))
est un isomorphisme de H2:(T0) sur H
2
:(Dp, q
t
).
De monstration. (a) On a
C&1(z)=(z&iIp, q)(z+iIp, q)&1
=I&2iIp, q(z+iIp, q)&1.
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Ainsi la diffe rentielle de C&1 en un point z de T0 est donne e par
DC&1(z) x=2iIp, q(z+iIp, q)&1 x(z+iIp, q)&1,
et son jacobien est e gale a
|JC&1(z)|2=22n2 |det(z+iIp, q)|&4n. (3)
Soit w1=C&1(z1) et w2=C&1(z2) alors
Ip, q&w2*Ip, qw1=\\
z2+iIp, q
2i +
&1
+* \z1&z2*2i +\
z1+iIp, q
2i +
&1
,
donc, si w1=w2=w,
det(Ip, q&w*Ip, qw):&2n= }det \
z+iIp, q
2i + }
&2:+4n
det( y):&2n. (4)
En utilisant les deux e galite s (3) et (4), on en de duit que
|
Dp, q
|F(w~ )| 2 det(Ip, q&w*Ip, qw):&2n d*(w)
=22n
2 |
T0"7 p, q
| f (z)|2 det( y):&2n d*(z)
=22n
2 |
T0
| f (z)| 2 det( y):&2n d*(z),
car 7p, q est une hypersurface de mesure nulle. Si f appartient a H2:(T0)
alors F # O:(Dp, q
t
) et
|
Dp, q
|F(w~ )| 2 p:(w) d*(w)<.
Donc F appartient a H2:(Dp, q
t
) et
&F&2:=2
2n2 & f &2T0=2
2n2 &C:( f )&2T0 .
Ainsi C: est une injection de H
2
:(T0) dans H
2
:(Dp, q
t
).
(b) Soit F une fonction de H2:(Dp, q
t
). En particulier F # O:(Dp, q
t
).
Puisque det(Ip, q&Ip, qw~ ): # O&:(Dp, q
t
) la fonction
,(w)=det(Ip, q&Ip, qw~ ): F(w~ )
est holomorphe sur Dp, q .
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On pose, pour z # T0 ,
f (z)=,(C&1(z))=det \
z+iIp, q
2i +
&:
F(C&1(z)
t
)
avec z=C (w). Montrons que f appartient a H2:(T0).
Des formules (3) et (4), on de duit que
|
T0
| f (z)|2 det( y):&2n d*(z)
=|
T0
|F(C&1(z)
t
)|2 }det \
z+iIp, q
2i +
&:
}
2
det( y):&2n d*(z)
=2&2n
2 |
Dp, q
|F(w~ )|2 det(Ip, q&w*Ip, q w):&2n d*(w)
<.
La fonction f est holomorphe sur T0"7p, q . Pour de montrer que la fonction
f est holomorphe sur tout le domaine T0 on utilise le lemme suivant.
Lemme 3.1. Soit A un ensemble analytique tel que codim A1 dans Cn.
Si U est un voisinage ouvert de a # A et f est holomorphe et de carre inte -
grable dans U "A, alors f admet un prolongement holomorphe dans U (cf.
[19]).
On a ainsi montre que C: est un isomorphisme de H
2
:(T0) dans
H2:(Dp, q
t
). K
Proposition 3.2. Le noyau reproduisant de l’espace de Hilbert H2:(Dp, q
t
)
est e gal a
K Dp, q:
t
(w1
t , w2
t)=det(Ip, q&w~ 2*Ip, qw~ 1)&:
pour w~ 1 , w~ 2 # Dp, q
t
. La de finition du second membre est analogue a celle que
nous avons donne e de la fonction det(Ip, q&Ip, qw~ )&: dans (2).
De monstration. Notons K T0: (z, z$)=det((z&z$*)2i )
&: le noyau repro-
duisant de l’espace de Bergman H2:(T0). D’apre s la forme de l’isomor-
phisme C: , le noyau reproduisant de H
2
:(Dp, q
t
) (renormalise ) est e gal a
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K Dp, q:
t
(w~ , w~ $)=det(Ip, q&Ip, qw~ )&: K
T0
: (z, z$) det(Ip, q&Ip, qw~ $)
&:
=det(Ip, q&Ip, qw~ )&: det \z&z$*2i +
&:
det(Ip, q&Ip, qw~ $)&:
=det(Ip, q&w~ $*Ip, qw~ )&:. K
Remarquons que, si (w1 , ‘1) et (w2 , ‘2) sont deux e le ments de Dp, q
t
, alors
K Dp, q:
t
((w1 , ‘1+2?ik), (w2 , ‘2+2?im))=e2?i:(k&m)K
Dp, q
:
t
((w1 , ‘1), (w2 , ‘2))
avec k, m dans Z.
4. SE RIE DISCRE TE HOLOMORPHE DE U( p, q)
t
Dans cette section, nous e tudions les repre sentations unitaires, irre duc-
tibles et holomorphes du reve^tement U( p, q) qui interviennent dans la
de composition de l’espace de Bergman ponde re H2:(Dp, q
t
). L’alge bre de Lie
g=u( p, q) admet la de composition de Cartan
g=k+p
avec
k={_A0
0
D& } A # u( p), D # u(q)= ,
p={_ 0B*
B
0 & } B # M( p, q; C)= .
Soit t la sous-alge bre constitue e des matrices diagonales. C’est une sous-
alge bre de Cartan de g contenue dans k
t=[T=diag(t1 , t2 , ..., tn) | tj # i R].
On note 2 le syste me des racines 2(gC , tC), 2k=2(kC , tC) l’ensemble des
racines compactes et 2n celui des racines non compactes. On choisit un
syste me positif 2+ comme suit: soit (e1 , e2 , ..., en) la base canonique de
(i t)*&Rn, alors
2=[ei&ej | 1<i{ jn]
2+k =[ei&e j | 1i< j p ou p+1i< jn]
2+n =[ei&e j | 1i p et p+1 jn].
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La demi-somme des racines positives est
\=\n&12 + e1+\
n&3
2 + e2+ } } } +\
1&n
2 + en .
Soient ? une repre sentation unitaire d’un groupe de Lie G sur un espace
de Hilbert H et W un co^ne re gulier Ad(G )-invariant dans ig. La repre sen-
tation ? est dite W-dissipative si pour tout X # W et pour tout ! # H,
l’espace des vecteurs C de H, on a
(d?(X ) ! | !)0.
Nous notons R l’ensemble des poids +=(+1 , ..., +n) # Rn ve rifiant
+i&+i+1 # N si 1in&1, i{ p.
Rappelons que :>2n&1. Si + # R et si
+1 } } } +p0, &:+p+1 } } } +n
on peut associer a + une repre sentation unitaire (?+ , W+) de U( p, q)
t
de plus
haut poids + (cf. [15, Main theorem, p. 194]). Cette repre sentation est
C-dissipative et admet donc un prolongement au semi-groupe 1(C )
t
, holo-
morphe dans son inte rieur (cf. [16, Theorem 4.5]).
La repre sentation ?+ est de carre inte grable modulo le centre, puisqu’elle
ve rifie la condition de HarishChandra qui s’e crit
+1&+n>n&1.
Soit L2(W+) l’espace des ope rateurs de HilbertSchmidt de W+ . Pour
tout A de L2(W+), la fonction fA de finie par
fA(#~ ) :=tr(A?+(#~ )),
est holomorphe sur 1 (C 0)
t
. L’espace
H+ :=[ fA | A # L2(W+)]
muni de la norme
& fA&=|||A|||,
est un espace de Hilbert de fonctions holomorphes sur 1 (C 0)
t
( ||| } ||| de signe
la norme de HilbertSchmidt) et H+&W+  W+*.
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Si A+ est l’ope rateur de rang 1 de fini par
A+ w=(w | v+) v+ ,
ou v+ est le vecteur de plus haut poids normalise associe a la repre senta-
tion ?+ , alors f+(#~ ) := fA+(#~ )=(?+(#~ ) v+ | v+) est un coefficient de la repre -
sentation ?+ . Le noyau reproduisant de H+ est e gal a
K+(#~ 1 , #~ 2)=tr(?+(#~ 1 #~ >2)).
Soit O:(1 0
t
) l’espace des fonctions holomorphes sur 1 (C 0)
t
telles que
F(#, ‘+2?i )=e&2?i:F(#, ‘).
On note R: l’ensemble des plus hauts poids + tels que H+/O:(1 0
t
).
Proposition 4.1. Le plus haut poids + appartient a R: si et seulement si
(+1 , +2 , ..., +p) # Z p
(+p+1 , +p+2 , ..., +n) # Zq&:.
De monstration. Pour que + soit dans R: il faut et suffit que f+ # O:(1 0
t
).
Notons [Ei, j ] la base canonique de M(n, C). Comme ?1(1(C0))=
([#1], [#2]) (voir la fin de la section 2), f+ # O:(1 0
t
) si et seulement si
(?+(exp
t(2?iE1, 1)) v+ | v+)=1
et
(?+(exp
t(2?iEn, n)) v+ | v+)=e&2?i:
ou expt: u( p, q)  U( p, q)
t
. Donc f+ # O:(1 0
t
) si et seulement si +1 # Z et
+n # Z&:. Utilisant le fait que +i&+i+1 # N (i{ p), on en de duit que
+ # R: si et seulement si
(+1 , ..., +p) # Z p
et
(+p+1 , ..., +n) # Zq&:. K
Pour :>2n&1, on note H2:(1
0t ) l’espace des fonctions F de O:(1 0
t
)
telles que
|
1(C 0)
|F(#~ )| 2 p:(#) d*(#)<.
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Comme 1(C0)=Dp, q"A ou A est l’hypersurface de finie par
A=[w # Dp, q | det(w)=0],
l’application de finie par
I : H2:(Dp, q
t
)  H2:(1
0t )
f [ f |1(C 0)t
est un isomorphisme d’apre s le lemme 3.1.
Posons
C+(:)=|
1(C0)
|(?+(#~ ) v+ | v+) |2 p:(#) d*(#). (5)
Proposition 4.2. Pour + # R: , l’espace H+ est contenu dans H2:(Dp, q
t
) si
et seulement si C+(:) est fini.
Dans ce cas on note + # R$: .
De monstration. Puisque H+ est irre ductible pour l’action de U( p, q)
t
_
U( p, q)
t
, H+ est contenu dans H
2
:(Dp, q
t
) si et seulement si le coefficient f+
appartient a H2:(Dp, q
t
) (cf. [4, Theorem 4.1.2]). K
Afin de formuler le the ore me de Plancherel abstrait notons que
l’ensemble R$: est de nombrable.
The ore me 4.1. L’espace H2:(Dp, q
t
) se de compose sans multiplicite ,
H2:(Dp, q
t
)= @
+ # R$:
H+ .
De plus son noyau reproduisant s’e crit
KDp, q:
t
(w~ 1 , w~ 2)= :
+ # R $:
1
C+(:)
tr(?+(w~ 1 w~ >2)) (6)
et la se rie converge uniforme ment sur tout compact de Dp, q
t
_Dp, q
t
(cf. [13,
Theorem 4.7]).
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5. CALCUL DES COEFFICIENTS C+(:)
Dans cette section nous donnons une formule explicite pour les coeffi-
cients C+(:) introduits dans la section 4. Nous allons pour cela utiliser la
transformation de Laplace sphe rique associe e a l’espace syme trique ordonne
GR"GC=U( p, q)"GL(n, C). Posons
a=i t, A=exp(a),
n= 
: # 2+
g&: , N=exp(n).
Alors 1(C )/GAN (cf. [7]). Si #= gan, on pose a=a(#). La transforma-
tion de Laplace sphe rique d’une fonction f de finie sur 1(C ) bi-invariante
par G est de finie par
f (*)=|
G"1(C )
a(#* )&* f (#* ) d#* , * # a*C .
Elle s’e crit aussi
f (*)=|
C & a
f (exp(X )) 8*(exp(X )) D(X )2 dX
ou
D(X )= ‘
: # &2+
sh(:(X ))
et 8* est la fonction sphe rique de l’espace syme trique ordonne GR"GC ,
8*(exp(X ))=c0
w # Wk =(w) e
(*+2\, wX )
>: # 2+(*+2\, :) D(X )
,
Wk e tant le groupe de Weyl du syste me des racines compactes (cf. [7]).
Proposition 5.1. Si :>2n&1 et si v+ est un vecteur de plus haut poids
normalise de la repre sentation ?+ , alors
C+(:)=|
1(C0)
|(?+(#) v+ | v+) | 2 p:(#) d#=
1
d+
p^:(2+),
ou p:(#)=det(Ip, q&#*Ip, q #):&2n et ou d+ est la dimension formelle de ?+ .
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De monstration. On a
C+(:)=|
1(C0)
|(?+(#) v+ | v+) | 2 p:(#) d#
=|
G"1(C 0) \|G |(?+(g#) v+ | v+) | 2 dg+ p:(#* ) d#*
=
1
d+ |G"1(C0) &?+(#* ) v+&
2 p:(#* ) d#* .
Si # est dans 1(C) il peut s’e crire #= ga(#) n et
?+(#) v+=?+(ga(#) n) v+=?+(g) a(#)+ v+ .
Finalement
C+(:)=
1
d+ |G"1(C0) p:(#* ) a(#* )
&2+ d#*
=
1
d+ |C & a p:(exp(X )) 82+(exp(X )) ‘: # 2+ sh
2(:(X )) dX
=
1
d+
p^:(2+). K
The ore me 5.1. L’inte grale de finissant C+(:) converge pour tous les
+=(+1 , ..., +p , +p+1 , ..., +n) tels que + i0 pour 1ip et +j+:<1 pour
p+1 jn. De plus
p^:(2+)=
c0 p! q!
d+
det(Fi, j (:, +))1i, jn
ou c0 est une constante positive,
Fi, j (:, +)
={
B \: i+2j&12 , :&2n+1+ ,
B \2n&:&\:i+2j+12 + , :&2n+1+ ,
si 1i p, 1 jn,
si p+1in, 1 jn,
et B est la fonction beta usuelle et :i=2+i+2\i .
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De monstration. Tout e le ment de exp(C & a) est de la forme
exp(X )=diag(!1 , ..., !p , !p+1 , ..., !n)
avec 0!i1 pour tout 1i p et !i1 pour tout p+1in. La
fonction sphe rique 82+ et le de nominateur D(X ) peuvent s’e crire
82+(exp(X ))=
c0
d+
}
_ # Sp_Sq =(_) !
:1
_(1) } } } !
:n
_(n)
D(X )
ou :i=2+i+2\i ;
D(X )= :
{ # Sn
=({) =(_) !{(2\)1_(1) } } } !
{(2\)n
_(n) , d+=
>: # 2+ ( ++\, :)
>: # 2+ ( \, :)
.
Ainsi la transformation de Laplace de p: est donne e par
p^:(2+)=|
C & a
p:(exp(X )) 82+(exp(X )) ‘
: # 2+
sh2(:(X )) dX
=
c0
d+ |
1
0
} } } |
1
0
|

1
} } } |

1
:
_ # Sp_Sq
=(_) !:1_(1) } } } !
:n
_(n)
} :
{ # Sn
=({) =(_) !{(2\)1_(1) } } } !
{(2\)n
_(n) ‘
p
i=1
(1&!2_(i ))
:&2n d!_(i )
} ‘
n
i= p+1
(!2_(i )&1)
:&2n d!_(i )
=
c0
d+ |
1
0
} } } |
1
0
|

1
} } } |

1
} :
_ # Sp_Sq
:
{ # Sn
=({) !:1+{(2\)1_(1) } } } !
:n+{(2\)n
_(n)
} ‘
p
i=1
(1&!2_(i ))
:&2n d!_(i ) ‘
n
i= p+1
(!2_(i )&1)
:&2n d!_(i )
=
c0 p! q!
d+
:
{ # Sn
=({) } ‘
p
i=1
|
1
0
!:i+{(2\)i_(i ) (1&!
2
_(i ))
:&2n d!_(i )
} ‘
n
i= p+1
|

1
!:i+{(2\)i_(i ) (!
2
_(i )&1)
:&2n d!_(i )
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qui converge pour tous +=(+1 , ..., +p , +p+1 , ..., +n) tels que +i0
(1i p) et +i+:<1 ( p+1in). Ainsi
p^:(2+)=
c0 p! q!
d+
:
{ # Sn
=({) } ‘
p
i=1
B \:i+{(2\) i+12 , :&2n+1+
} ‘
n
i= p+1
B \2n&:&:i+{(2\)i+12 , :&2n+1+ ,
ou B est la fonction beta usuelle. On en de duit que
p^:(2+)=
c0 p! q!
d+
det(Fi, j (:, +))1i, jn . K (7)
Par suite le spectre R$: de fini dans la proposition 4.2 est e gal a
+=(+1 , +2 , ..., +p , +p+1 , +p+2 , ..., +n) |
R$:={ +i=s i (1i p), +p+ j=&mq& j+1&: (1 jq)= .s1s2 } } } sp0, m1m2 } } } mq0
Remarque. Dans le cas ou : est un entier naturel k, nous pouvons, par
une autre me thode, de montrer le the ore me 4.1, et donner la description
explicite du spectre R$k en utilisant la dualite et la correspondance de Howe
pour la paire duale re ductive (U( p, q), U(k)), ou U(k) est le groupe com-
pact des matrices unitaires k_k. Cette me thode permet de retrouver les
re sultats de M. Kashiwara et M. Vergne e tablis dans [10, Sect. II] (cf.
[1]).
Afin de donner une forme multiplicative de la constante C+(:) rappelons
quelques notations.
On note 2j (x) le de terminant mineur principal de rang j de la matrice x.
Si s=(s1 , ..., sn) alors
2s(x)=21(x)s1&s2 } } } 2n&1(x)sn&1&sn 2n(x)sn.
On note 2 le polyno^me de terminant.
La fonction gamma de Gindikin associe e au co^ne 0 des matrices
hermitiennes n_n de finies positives, est de finie par
10(s)=|
0
etr(x) 2s(x) 2(x)&n dx
=(2?) (n2&n)2 ‘
n
j=1
1(sj& j+1).
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La fonction beta de Gindikin est de finie par
B0(s, m)=|
0 & (In&0)
2s&n(x) 2m&n(In&x) dx=
10(s) 10(m)
10(s+m)
(voir [6, Chap. VII]).
Par de finition
B (1)1, 1 B
(1)
1, 2 } } } B
(1)
1, n
b b b b
det(Fi, j (:, +))1i, jn= } B (1)p, 1 B (1)p, 2 } } } B (1)p, n }B (2)1, 1 B (2)1, 2 } } } B (2)1, nb b b b
B (2)q, 1 B
(2)
q, 2 } } } B
(2)
q, n
avec
B (1)i, j=B \: i+2j&12 , :&2n+1+
si 1i p, 1 jn et
B (2)i, j=B \2n&:&\:p+i+2j+12 + , :&2n+1+
si 1iq, 1 jn. En utilisant la formule B(x, y)=1(x) 1( y)1(x+ y),
nous obtenons
det(Fi, j (:, +))1i, jn=1(:&2n+1)n ‘
p
i=1
1((:i+1)2)
1((:i+1)2+:&2n+1)
} ‘
n
i= p+1
1(2n&:&(: i+2n+1)2)
1(1&(:i+2n+1)2)
} J(:, +)
ou J(:, +) est e gal a
1 1, 2 } } } 1, n
b b } } } b
J(:, +)= } 1 p, 2 } } } p, n }*1, 1 } } } *1, n&1 1b } } } b b
*q, 1 } } } *q, n&1 1
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tel que, pour tout 1i p, 1 jn
i, j=
((:i+1)2) j&1
((:i+1)2+:&2n+1) j&1
et pour tout 1iq, 1 jn,
*i, j=
(2n&:&(:p+i+2n+1)2)n& j
(1&(:p+i+2n+1)2)n& j
avec (a)0=1 et (a)j=a(a+1)(a+2) } } } (a+ j&1) le symbole de Pochhammer.
En fait
J(:, +)=
I(:, +)
_>
p
i=1 >
n&1
j=1 ((:i+1)2+:&2n+ j )
_>ni= p+1 >
n&1
j=1 (1&(:i+2n+1)2+ j&1)&
et
‘1, 1 ‘1, 2 } } } ‘1, n
b } } } b
I(:, +)= } ‘p, 1 ‘p, 1 } } } ‘p, n } (8)!1, 1 !1, 1 } } } !1, nb b } } } b
!q, 1 !q, 2 } } } !q, n
ou pour tout 1i p, 1 jn
‘i, j=\:i+12 + j&1 \
:i+1
2
+:&2n+1+n& j
et, pour tout 1iq, et 1 jn,
!i, j=\2n&:&1&:p+i+2n&12 +n& j \1&
:p+i+2n+1
2 + j&1 .
Posons, pour tout s=(s1 , ..., sp) et pour tout m=(mp+1 , ..., mp+q),
1 p0(s) :=(2?)
( p2& p)2 ‘
p
i=1
1(si&i+1)
1 q0(m) :=(2?)
(q2&q)2 ‘
p+q
i= p+1
1(m i&i+1).
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On en de duit que
det(Fi, j (:, +))1i, jn
=I(:, +) 1(:&2n+1)n
1 p0(4)
1 p0(4+:&n)
1 q0(M )
1 q0(M+:&n)
=I(:, +)
1(:&2n+1)n
1 p0(:&n) 1
q
0(:&n)
B p0(4, :&n) B
q
0(M, :&n)
=(2?) pq I(:, +)
1(:&2n+1)n
10(:&n)
B p0(4, :&n) B
q
0(M, :&n)
ou B p0 (resp. B
q
0) est de fini par
B p0(s, m) :=
1 p0(s) 1
p
0(m)
1 p0(s+m)
,
4=(41 , 42 , ..., 4p) avec 4i=((2+i+n)2) pour tout 1i p, et ou
M=(Mp+1 , Mp+2 , ..., Mn) avec Mi=&:&((2+i&n)2)+2i&2 pour tout
p+1in. D’ou le corollaire suivant
Corollaire 5.2. La constante C+(:) peut s’e crire sous forme multiplica-
tive
C+(:)=
c0
d 2+
I(:, +)
1(:&2n+1)n
10(:&n)
B p0(4, :&n) B
q
0(M, :&n).
6. CARACTE RE DE ?+
Dans cette section nous calculons explicitement le caracte re de la
repre sentation ?+ ou + # R$: et montrons qu’il admet un prolongement
analytique a Dp, q
t
.
Soit &=(&1 , &2 , ..., &n) avec &1&2 } } } &n . La fonction de Schur de
signature & s’exprime par
S(&1 , ..., &n ; x1 , ..., xn)=
det(x&j+n& ji )1i, jn
>1i< jn (xi&x j )
.
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Proposition 6.1. Si #~ =(#, ‘) # 1 (C 0)
t
, ou # un e le ment de exp(C 0 & i t)
#=diag(!1 , ..., !p , !$1 , ..., !$q).
Alors
tr(?+(#~ ))= ‘
p
i=1
‘
q
j=1
! i
! i&!$j
(!$1!$2 } } } !$q)&:
} S(s1 , ..., sp ; !1 , ..., !p) S(&mq , ..., &m1 ; !$1 , ..., !$q),
ou
+=(s1 , ..., sp ; &mq&:, ..., &m1&:).
De monstration. Si ({+ , V+) est une repre sentation irre ductible de plus
haut poids + du groupe U( p)
t
_U(q)
t
alors, pour tout #~ =(#, ‘) # 1 (C 0)
t
ou
#=exp(X ) avec X # C0 & i t,
tr(?+(#~ ))=3(X ) tr({+(#~ ))
ou
3(X )= ‘
: # 2 n
+
1
1&e&:(X )
,
(cf. [18]).
Soit # un e le ment de exp(C0 & i t)
#=exp(X )=diag(!1 , ..., !p , !$1 , ..., !$q)
ou l’e le ment X est e gal a
X=diag(t1 , ..., tp , &t$1 , ..., &t$q)
avec ti et t$i ne gatifs pour tout i. La fonction 3(X ) est donne e par
3(X )= ‘
p
i=1
‘
q
j=1
1
1&e&(ti+t$j )
= ‘
p
i=1
‘
q
j=1
1
1&e&ti e&t$j
= ‘
p
i=1
‘
q
j=1
! i
!i&!$j
.
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De plus, pour +=(s1 , ..., sp , &mq&:, ..., &m1&:), le caracte re de la
repre sentation {+ de U( p)
t
_U(q)
t
est e gal a
tr({+(#~ ))=(!$1 } } } !$q)&: S(s1 , ..., sp ; !1 , ..., !p) S(&mq , ..., &m1 ; !$1 , ..., !$q).
K
The ore me 6.1. La fonction tr(?+(#~ )) se prolonge en une fonction holo-
morphe sur Dp, q
t
, nulle sur l’hypersurface
A =[(w, ‘) # Dp, q
t
| det(w)=0].
De monstration. Notons diag(Dp, q
t
) (resp. diag(1 (C 0)
t
)) l’ensemble des
e le ments w~ =(w, ‘) # Dp, q
t
(resp. 1 (C 0)
t
) tels que
w=diag(w1 , ..., wp ; w$1 , ..., w$q).
Ainsi diag(A ) est l’ensemble des e le ments w~ # diag(Dp, q
t
) tels que
w1 } } } wp=0, |w$1|>1, ..., |w$q|>1.
Par suite
diag(Dp, q
t
)=diag(1 (C 0)
t
) _ diag(A ).
Comme la fonction trace est une fonction centrale, il suffit de de montrer la
proposition pour tout e le ment w~ # diag(Dp, q
t
).
Puisque si0 pour tout 1i p, la fonction de Schur
S(s1 , ..., sp ; w1 , ..., wp)
est holomorphe sur diag(A ), ainsi que la fonction
(w$1 } } } w$q) S(&mq , ..., &m1 ; w$1 , ..., w$q),
car pour tout e le ment w~ # diag(A ), |w$j |>1 pour tout 1 jq.
De plus la fonction w1 } } } wp> pi=1 >
q
j=1 (wi&w$j ) s’annulle sur diag(A ).
Ainsi, on en de duit que la fonction tr(?+(w~ )) est holomorphe sur Dp, q
t
nulle
sur A . K
Des e galite s (6) et (7), on de duit une ge ne ralisation de la formule du
bino^me e nonce e dans [5, Theorem XIII 2.4],
det(Ip, q&Ip, qw~ )&:
=c0 :
+ # R$:
d 2+
det(F i, j (:, +))1i, jn
tr(?+(w~ )) (w~ # Dp, q
t
).
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De ce de veloppement, de la proposition 6.1 et du fait que
S(&1 , ..., &n ; x&11 , ..., x
&1
n )=S(&&n , ..., &&1 ; x1 , ..., xn),
on de duit
> pi=1 >
q
j=1 (1&xi yj )
> pi=1 (1&x i )
: >qj=1 (1& y j )
:
=
1
C+(:)
S(s1 , ..., sp ; x1 , ..., xp) } S(m1 , ..., mq ; y1 , ..., yq),
la sommation e tant e tendue aux entier si et mj tels que s1 } } } sp0,
m1 } } } mq0 et +=(s1 , ..., sp , &mq&:, ..., &m1&:). On peut remar-
quer que ce de veloppement ge ne ralise celui qui est e nonce dans le corollaire
7.5 de [18].
7. UNE FORMULE COMBINATOIRE POUR LES FONCTIONS
BETA DE GINDIKIN
Dans le cas ou q=0, cette formule du bino^me ge ne ralise e est connue,
mais sous une autre forme. Dans cette section nous allons ve rifier qu’il
s’agit bien de la me^me formule. Cela re sulte du the ore me suivant qui sera
de montre a la fin de cette section.
The ore me 7.1. Soient +=(+1 , +2 , ..., +n) # Cn, et :i=2+i+2\i tel que
R(:i )>&1. On a
det \B \:i+2j&12 , :&2n+1++1i, jn=C(+) B0 \
2++n
2
, :&n+
avec
C(+)=c0 ‘
1i< jn
(:i&:j ).
Proposition 7.1. Pour q=0 et :>2n&1,
C+(:)=
1
d+
B0 \2++n2 , :&n+ ,
ou d+ est la dimension de la repre sentation ?+ de U(n).
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De monstration. D’apre s la proposition 5.1, dans le cas particulier q=0,
C+(:)=
1
d+ |C & a p:(exp(X )) 82+(exp(X )) ‘: # 2+ sh
2(:(X )) dX
=
1
d+ |0!1 p:(!) 82+(!) ‘i< j (! i&!j )
2 ‘
1in
d!i ,
ou 0!1 de signe l’ensemble des matrices diagonales de valeurs propres
!i comprises entre 0 et 1. En utilisant la formule d’inte gration donne e dans
[6, p. 105] on obtient
C+(:)=
1
d+ |0 & (In&0) p:(X
12) 82+(X 12) det(X 12)&n dX
=
1
d+ |0 & (In&0) 2(:&2n)(In&X ) 2(2+2)(X ) 2(&n2)(X ) dX
=
1
d+ |0 & (In&0) 2(:&2n)(In&X ) 2((2+&n)2)(X ) dX
=
1
d+
B0 \2++n2 , :&n+ . K
D’apre s la proposition pre ce dente, la formule du bino^me ge ne ralise e
s’e crit
det(In&w)&:= :
+ # R$
d+
B0((2++n)2, :&n)
tr(?+(w))
avec
R$=[(+1 , ..., +n) # Zn | +1 } } } +n0],
tr(?+(w))= ‘
n
i=1
1
1&!&1i
S(+1 , ..., +n ; !1 , ..., !n)
ou w=diag(!1 , ..., !n) et ou
S(+1 , ..., +n ; !1 , ..., !n)=
det(!+j+n& ji )1i, jn
>1i< jn (!i&!j )
(+j # N).
On remarque que le spectre de l’espace de Bergman H2:(Dn, 0) est inde pen-
dant du re el :.
178 SALEM BEN SAI D
De monstration du the ore me 7.1. D’apre s la proposition 7.1 et les calculs
faits dans la section 5, et dans le cas particulier q=0 ( p=n), il y a la rela-
tion suivante entre la fonction B0 et la fonction beta usuelle
B0 \2++n2 , :&n+=
cn!
d+
det \B \:i+2j&12 , :&2n+1++1i, jn ,
ou :i=2+i+2\i et d+=c0 >1i< jn (:i&:j ).
Cette e galite se de montre aussi en utilisant le corollaire 5.2. En effet, dans
le cas ou q=0,
det \B \:i+2j&12 , :&2n+1++1i, jn
=I(:, +)
1(:&2n+1)n
10(:&n)
Bn0 \2++n2 , :&n+
=I(:, +)
1(:&2n+1)n
10(:&n)
B0 \2++n2 , :&n+ ,
ou I(:, +) est le polyno^me des n variables :1 , ..., :n par (voir (8))
I(:, +)= }
‘1, 1
‘2, 1
b
‘n, 1
‘1, 2
‘2, 2
b
‘n, 2
} } }
} } }
} } }
} } }
‘1, n
‘2, n
b
‘n, n }
ou
‘i, j=\:i+12 + j&1 \
:i+1
2
+:&2n+1+n& j
pour tout 1i, jn. C’est un polyno^me antisyme trique, donc divisible par
>1i< jn (:i&: j ). En fait
I(:, +)= ‘
n&1
i=1
(:&2n+i )n&i ‘
1i< jn
(:i&:j ).
Comme
‘
n&1
i=1
(:&2n+i )n&i 1(:&2n+1)n=(2?) (n&n2)2 10(:&n),
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on en de duit que
I(:, +)
1(:&2n+1)n
10(:&n)
=(2?) (n&n2)2 ‘
1i< jn
(:i&:j ).
En conclusion
det \B \:i+2j&12 , :&2n+1++1i, jn
=c0 ‘
1i< jn
(:i&:j ) B0 \2++n2 , :&n+ .
Le the ore me 7.1 est ainsi de montre . K
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